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fi hs ws js psi
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15 6.752249688 -1.7041
-

1935.629318
-

0.23077

20 6.171592752 -2.2658
-
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Capitolul XI. Exemplu de calcul la vibrații torsionale al unui arbore cotit 

pentru un motor cu aprindere prin scânteie. 

XI.1 .Vibratii torsionale libere, neamortizate 

 Studiul vibrațiilor torsionale libere, neamortizate, urmarește 

determinarea pulsațiilor proprii ale liniilor de arbori acționate de motoare 

cu ardere internă. Pentru aceasta, este necesar să se cunoască 

caracteristicile elastice și masice ale sistemului oscilant, precum și modul 

în care acestea influențează proprietățile dinamice ale sistemului. De 

asemenea, este necesar să se cerceteze particularitățile care caracterizează 

sistemele oscilante, echivalente diverselor utilizări ale motoarelor cu 

ardere internă. 

XI.2.Sistemul dinamic 

           Pentru demararea calculelor s-a pornit de la desenele de execuție ale 

pieselor motorului, care au fost modelate 3D cu ajutorul programului 

SolidWorks în scopul determinării caracteristicilor masice și geometrice. 

Sistemul mecanic
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S-au obținut următoarele rezultate: 

 -momentul de inerție al volantului motorului: Iv=0.083 kg*m²; 

 -momentul de inerție al cotului arborelui cotit: Icot=0.00315 kg*m²; 

 -masă piston: mp=0.333 kg; 

 -masă bielă : mbiela=0.53 kg; 

 -masă bolț : mbolt=0.1 kg; 

 -masă segmenți: mseg=0.048 kg; 

 -momentul de inerție al roții mari de lanț a distribuției: 

Iroatamare=0.0003325 kg*m²;  

 -momentul de inerție al roții mici de lanț a distribuției: 

Iroatamica=0.0000131 kg*m²; 

 -momentul de inerție al arborelui cu came: Iac=0.02233 kg*m²; 

 -momentul de inerție al fuliei mici de antrenare a instalațiilor anexe: 

Ifuliemica=0.00156 kg*m²; 

 -momentul de inerție al fuliei mari de antrenare a instalațiilor anexe: 

Ifuliemare=0.00203 kg*m²; 

 -momentul de inerție total al instalațiilor anexe: Ianexe=0.00355 

kg*m²; 

Datorită complexității foarte mari a sistemului mecanic, pentru reducerea 

volumului de calcul se recomandă înlocuirea lui cu un sistem oscilant 

dinamic echivalent, format din elemente elastice fără masă, ce leagă între 

ele o serie de volanți, în care se concentrează momentele de inerție polare 
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ale pieselor antrenate de arbore, împreună cu cele ale unor tronsoane ale 

acestuia. 

XI.2.Alcătuirea sistemului oscilant dinamic echivalent 

Într-o primă etapă s-a ales folosirea unui sistem oscilant echivalent 

simplificat, alcatuit din un număr de 4+1 volanti, primii 4 volanti 

înglobând momentele de inerție polare ale coturilor arborelui cotit și ale 

pieselor cu mișcare de translație reduse la axa arborelui, iar cel de-al 5-lea 

volant înglobând momentul de inerție al volantului propriu-zis al 

motorului. În figura următoare este prezentată schema oscilatorului 

simplificat cu 5 volanti. 
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                            Fig. 11.2 .Oscilatorul echivalent cu 5 volanti 

Determinarea rigidității torsionale a tronsoanelor de arbore cotit, al căror 

moment de inerție polar a fost concentrat în dreptul fiecarei manivele, se 

face pornind de la deformarea torsională elastică a arborelui. Din teoria 

elasticitații se stie că un arbore solicitat de un moment de torsiune Mt 

(Nm) se deformează astfel încât două secțiuni transversale ale acestuia, 
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situate la distanța L(m), se rotesc una în raport cu cealaltă, cu unghiul Θ. 

[9,10] 

 

                Fig11.3. Deformația torsională a unui cot de arbore cotit [9]. 

                               

Pentru determinarea deformației a fost utilizată Metoda Elementului Finit, 

cotul fiind solicitat de un moment de torsiune de mărime constantă, având 

valoarea momentului  pe un cilindru, rezultat din calculul dinamic al 

motorului. În următoarea figură este prezentată variația  momentului   

mediu pe un cilindru. Valoarea momentului rezultată din calcul este de 

Mt=29.23 Nm. 
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                     Fig.11.4.Variația momentului motor pe un cilindru 

   Schema deformației, obținută cu ajutorul programului Ansys 11 este 

următoarea: 

 

              Fig. 11.5.Deformația cotului sub acțiunea momentului de torsiune. 
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După transformarea din coordonate carteziene în polare, deformația 

rezultată obținută ca suma deformațiilor fusurilor maneton, palier și a 

celor două brațe este: Θ=0.00039 rad. Având deformația se poate calcula 

lungimea echivalentă a porțiunii de arbore cilindric drept în mijlocul 

căruia se află volantul ce înglobează momentul de inerție polar al cotului 

și momentul de inerție al pieselor cu mișcare de translație redus la axa 

arborelui cotit.                

                    le= 
ீ∗ூ௣௘

ெ௧
∗               ;߆

 unde  *G-modulul de elasticitate transversal al materialului din care este 

construit arborele cotit =5e10 N/m²; 

 *Ipe=
గ
ଷଶ

∗ ݀݁ସ ; de=0.046 m; 

   Rezultă le=0.292 m; 

Momentul de inerție al pieselor cu mișcare de translație redus la axa 

arborelui cotit este calculat cu următoarea formulă: 

                 Ij=݆ݐ݋ܿܫ + ݖ ∗ ቀܾ݉ݎ + ଵ
ଶ

∗ ቁݎݐ݉ ∗ ܴଶ;     unde: z-numărul de biele 

pe fusul maneton; 

 mbr-masa părtii de bielă care participă la mișcarea 

de rotație=0.393 kg; 

 mtr= masa pieselor cu mișcare de translație=0.61 

kg; 

Rigiditatea torsională are următoarea formulă:  



292

            Cj=
ீ∗ூ௣௘

௟௘
=75171.23 Nm;       iar pentru ultimul tronson este: 

           񯿿௝ାଵ = 񯿿݆ ∗ ௟௘
௟ೕశభ

= 124715.9;   unde ௝݈ାଵ = ݌݈ + ௟௘
ଶ

; lp=lungimea fusului 

palier=0.03 m; 

 XI.3.Determinarea pulsațiilor proprii  

Sistemul oscilant echivalent al unei linii de arbori poate executa vibrații 

torsionale libere  astfel încât, la un moment dat, deformațiile unghiulare 

măsurate în dreptul fiecărui volant echivalent au valorile Θ1,Θ2,…,Θn. 

Scriind ecuațiile de echilibru dinamic pentru fiecare volant în parte se 

obține: [9,10] 

ଵܫ ∗ ଵ߆̈ + 񯿿ଵ ∗ ଵ߆) − (ଶ߆ = 0 

ଶܫ ∗ ଶ߆̈ + 񯿿ଶ ∗ ଶ߆) − (ଷ߆ − 񯿿ଵ ∗ ଵ߆) − (ଶ߆ = 0 

ଷܫ ∗ ଷ߆̈ + 񯿿ଷ ∗ ଷ߆) − (ସ߆ − 񯿿ଶ ∗ ଶ߆) − (ଷ߆ = 0 

ସܫ ∗ ସ߆̈ + 񯿿ସ ∗ ସ߆) − (ହ߆ − 񯿿ଷ ∗ ଷ߆) − (ସ߆ = 0 

ହܫ ∗ ହ߆̈ − 񯿿ସ ∗ ସ߆) − (ହ߆ = 0 

Datorită complexității sistemului de ecuații diferențiale, pentru 

determinarea valorilor ințiale  ale  pulsațiilor proprii se înlocuiește  

sistemul oscilant dinamic echivalent cu  volanți cu un sistem oscilant cu 

3 volanți, la care primii doi volanți însumează câte doi volanți din cel cu 

cinci. Schema este prezentată în figura următoare. 
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                      Fig. 11.6.Sistemul oscilant echivalent cu 3 volanți 

 

Prin rezolvarea sistemului de ecuații aferent acestui sistem rezultă o 

ecuație bipatrată de forma: 

−
߱²

ଷܫଶܫଵܫ
൤߱ସ − ൬

񯿿ଵ
ଵܫ

+
񯿿ଵ
ଶܫ

+
񯿿ଶ
ଶܫ

+
񯿿ଶ
ଷܫ

൰ ߱ଶ + ൬
񯿿ଵ
ଵܫ

񯿿ଶ
ଷܫ

+
񯿿ଵ
ଵܫ

񯿿ଶ
ଶܫ

+
񯿿ଵ
ଶܫ

񯿿ଶ
ଷܫ

൰൨ = 0 

      Rezolvând ecuația bipatrată se obține: 

   ߱²ூ,ூூ = ଵ
ଶ

[(߱ଶ
଴ଵ + ߱ଶ

ଶଵ + ߱ଶ
ଶଷ + ߱ଶ

଴ଷ) ∓ ට(߱ଶ
଴ଵ + ߱ଶ

ଶଵ − ߱ଶ
ଶଷ − ߱ଶ

଴ଷ)² + 4߱ଶ
ଶଵ߱ଶ

ଶଷ 

Se constată că sistemul oscilant posedă două moduri de vibrații libere. 

Primul mod, cu pulsația proprie mai joasă  se caracterizează prin prezența 

unui singur nod, în timp ce al doilea mod, cu pulsația proprie mai ridicată 
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se caracterizează prin prezența a două noduri. Calculul a fost realizat cu 

programul Matlab, iar secvența de program este următoarea: 

format long;           
  Ivolant=0.083; 
  Icot=0.00315; 
  z=1; 
  mb=0.53; 
  mp=0.333; 
  mbolt=0.1; 
  mseg=0.048; 
  x=0.742; 
  y=0.257; 
  mA=y*mb; 
  mB=x*mb; 
  R=0.0405; 
  Ij=Icot+z*(mA+0.5*(mp+mbolt+mseg+mB))*R^2; 
  %Determinarea lungimii arborelui echivalent 
  %theta_torsiune=input('deformatia unghiulara a 
cotului sub actiunea momentului de torsiune:'); 
  %Mt=input('Momentul de torsiune in N*m:'); 
  G=5e10; 
  de=0.046; 
  Ipe=(pi*(de^4))/32; 
  %le=((G*Ipe)/Mt)*theta_torsiune; 
  le=0.292; 
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  %Constantele elastice ale tronsoanelor arborelui 
oscilatorului 
  %echivalent dintre volanti 
  Cj=(G*Ipe)/le; 
  lp=0.03; 
  le_N_ultim=(le/2)+lp; 
  Cj_ultim=Cj*(le/le_N_ultim); 
  %Determinarea pulsatiei proprii a oscilatorului 
echivalent cu 3 volanti 
  C=[Cj Cj Cj Cj_ultim]; 
  %Constantele elastice pentru oscilatorul echivalent 
cu 3 volanti 
  C_1=C(1)/2; 
  C_2=(2*C(3)*C(4))/(2*C(3)+C(4)); 
  I1=Icot; 
  I2=Icot; 
  I3=Icot; 
  I4=Icot; 
  I5=Ivolant; 
  I=[I1 I2 I3 I4 I5]; 
  I_1=I(1)+I(2); 
  I_2=I(3)+I(4); 
  I_3=Ivolant; 
  omega_01=C_1/I_1; 
  omega_21=C_1/I_2; 
  omega_23=C_2/I_2; 
  omega_03=C_2/I_3; 
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pulsatia_1=sqrt(0.5*((omega_01+omega_21+omega_23+omega_
03)-... 
      sqrt((omega_01+omega_21-omega_23-
omega_03)^2+4*omega_21*omega_23))); 
   
pulsatia_2=sqrt(0.5*(omega_01+omega_21+omega_23+omega_0
3)+sqrt((... 
      omega_01+omega_21-omega_23-
omega_03)^2+4*omega_21*omega_23)); 
  turatia_1=(pulsatia_1*30)/pi; 
  turatia_2=(pulsatia_2*30)/pi; 
 
  disp(['pulsatia de ordinul 1 pt oscilatorul cu 3 
volanti este:', num2str(pulsatia_1),'rad/s']); 
    disp(['pulsatia de ordinul 2 pt oscilatorul cu 3 
volanti este:', num2str(pulsatia_2),'rad/s']); 
    disp(['Lungimea echivalenta este:', num2str(le), 
'm']); 
    disp(['Turatia primei 
frecvente:',num2str(turatia_1),'rpm']); 
     disp(['Turatia celei de-a doua frecvente:', 
num2str(turatia_2), 'rpm']); 
 
  pulsatia de ordinul 1 pt oscilatorul cu 3 volanti 
este:1937.9955rad/s 


